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" ENERGIA MAGNETICA NO CAMPO ESTACIONARIO

A. Trabalho das'forgas electrodinamicas no desloca-

mento virtual de um sistema de condutéres lineares

Seja unm sistema de n condutores lineares,em posigoes
fixas e percorridos por correntes estaciénirias e (A 1,...,n)
Imaginemos uma modlflcagao virtual do sistema, com deslocament‘s
infinitesimais arbltrarlos dos n condutores,mas admitindo, como
hlpotese conceptual,que as intensidades dos n cﬂndutores perma—
necem constantes.Para simplificar consideremos apenas desloca-
mentos em que os condutores nao se deformam.,

Vamos calcular nestas condigaés o trabalhe global das

forgas electrodinamicas em jogo no sistema,ao longo de uma tal
modificacao virtual.

Comeg¢aremos por fazer motar que’ em qualquer(desloca-
mento do sistema como um todo —= translacgao ou rotagdo —— as
forgas interiores,globalmente,ndo realizam trabalho.Assim, jd se
nos ocuparemos dos deslocamentos dos condutorQS'nos:campos uns
dos outros. ‘ : , .

Tomemos dois dos condutores,.fie_gi;é sejém 1;253* e
i@ d%? dois quaisquer elemegfos de corrente,respebti%amente
(v. figura).Designemos por Cf]w%@ o deslocaments infinitesimal

A

relativo dos elementos de corrente i, 53 e ig dq? .Se for 4B
a 1ndugao elementar proau21da em P pelo elementc de cirzcuito
1@ ds@ ,entao a forga elementar d f 8 com que esse campo actua

é

_9
sobre i  ds, & dada por
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—-ﬁ -
2.(6) _ T 2 —>
dfd = — dsx/\dBé

e,em consequéncia,o trabalho virtual reallzagg ne deslocamento

1nf1n1tes1mal relativo J'lak@ (pela forga d f(@) ) pode escre-
ver-se: : y I ’

i, <5 — —>

A _

‘A partir ‘desta expresss,‘é‘ passaremos, em duas etapas,ao trabalho
ST . realizado no deslocamento relativo dos dois circuites,
supondo que se considera sempre fixo o circuito @-.Numa primeira
e'ﬁapa,lntegramos “gobre todo o circuito £,0 que da

-
By

% ; i + (8Ba )
= | - —2 I 4 _ o ' G
~a % dS*/\ dB@ .(f'lo(@ = —C_ &@
e, ) ‘ , ]
(v-12) |
se recorrermos a expressio M4} dv teorema dc corte do fluxo e

representarmos por id é ) o fluxo,através do circuito #,da
—> —»
indu¢ao produzida pelo elemento de circuito 1@Ads@ (aB @-).Em

segunda etapa,somamos para. todo o circuito &,vindo

i, ~F (@)
(A.l) gzok@ = -—ci{-d @

. L)
em que ¢ (e) é o fluxo,através de £ ,da indugao ?@ produzida
por todo""o circuito Z. '

A expressdo (A.l) representa pois o trabalho de deslo-
camento do circuito &£, supondo que se fixa o circuito @ ;como se
trata de examinar,-‘é;penas vy efeito do deslocamento relativo,nds
podemos indiferentemente su;')'dr fixado o circuito £ e procurar a
exXpressao que um cdlcule analogo daria para: 0 trabalho de deslo-
camento do circuito @;é evidente que obteriamos

i ()
(£.17) §Tpu = = 5@ .

sendo agora 5 (DS) "o fluxo,através de @ dd indugao B pfodﬁ'zida
por todo o circuito & .As expressdes (A.1) e (4. l') traduzem po-
rém o mesme trabalho realizado no deslocamento relativo dos dois
circuitos,que se pode em consequéncia escrever sob a seguinte



V. MT/3
forma simétrica:

e B e w8 e m e (B)E h e () T

A2 Z o= §C o =——(1i, A . I )
A_( ) XZUL@ - CGA L 2c ( é‘aﬂ@e( @ §@‘ )"'
. Para obter -em segulda 0 trabalho VJ.rtual SZ no des}.u—

camento relativo dos.m. c:.rcultos temos de. somar, a partlr de

(A.2),para todos os pares (o( @) mas com d<@ ,para ev1tar Té-

petigoes.Vem

A, e
(4.3) _52=21(3 Z(l Sfj}(@)+l 5@“‘))

d~<@

: . ~ .. 4 . .
expressao esta que e equivalente a
*, G

(4.3 5§t ;—5;.215@(@)

AFET

que por sua vez admite a .transformagio

(2am)

W) fTeA T L5 65@ -
AL=4 @4,,( A .

™ /

= <SS i (5‘ A

i PR )

em que @ é o fluxo,através do condutor# ,da indugao produzlda
por todos os condutores,com excepgao do proprio condutor L .Po—
rem se repararmos que qualquer fluxo proprio, como@ .),nao varia
na modificagdo virtual que .estamos a imaginar (couservando—se as
1nten31dades constantes) resulta que d—@ =§$ . (sendo . @ =
=(§ +<§ ) - o fluxo total atraves do condutoru:a) se (A. 4-) P’c‘Jde
por‘tanto escrever-se

o

Zchd’\cﬁL ;

‘A= 4

(a5 5T =%

Recorrendo de novo a hlpotese eonceptual de se- consServa-
rem constantes as 1ntens:|.dades obtém=-se finalmente,a partlr ‘de
(A. 5) o 1mportante resuliado: i :

z R SR DT . NI T -
(4.6) uc.,-cf. 50 | id@ ) .
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Assim,numa modificagdao virtual do sistema de condutores,proces-
sando-se por hiplétese a intensidades constantes,o trabalho vir-
tual- global das forcgas electrodlnamlcas em jogo. 1gua1a a varla-
cao (diferencial total) de uma fungao das correntes e dos fluxos,
entre o 'estado' 1nlcla1 e « 'estado' final do sistema. (Uma

vez que estao flxadas as correntes 0 'estado' do sistema é de-
terminado pela sua conflguragao geemétrica,da qual dependem os
fluxos) ' rod i ‘

| B. Potencial electrodindmico de um sistema de
condutores lineares:

O resultado precedente sugere a definicao de um poten-
cial electrodindamico (Neumann) ! '

o Yo £ ud,

=4

a partir do qual se podem calcular aé forgas generalizadaS'de

_ interacgao entre os circuitos do sistema,como gradiantes nega-
! tivos de Y . (A.6) reescreve-se sob & forma . ’

[ (B.2) A
|

em que 5A' representa variacao a intensidades .constantes.

Poderla pcnsar-se gue b representa a energla magne-
tica do- sistema,em conformidade.com o principio.de . conservagao,
% “da énérgia que (B.2) parece -traduzir.Nessa ordem de ideias,
degeria:atribuir-se a energia magnética o carécter de uma ener-
gia poteneial,a semelhanca do que Se passas.. na ElectrOSuaulca.

| Na realidade porém nao ¢ assim.Com efelto, N4 nao pode
traduzir o trabalho total que deveria dispender-se no transporte

dos diferentes circuitos a partir de posigCes infinitamente a-
fastadas (situag8o a qué seria ngtural fazer corresponder ehner-

gia magnética nula) até as suas posicdes actuais no sistema.E a
: -razao disto reside em gue uma tal operagao sendo embora ideali-
3 zada,deve no entanto ser v1ave1 flSlcamente Ora o transporte de
um circuito no campo de outros circuitos e necessarlamente acom-
¥ panhado de variagdes de fluxo (corte das llnhas de forga do -’
campo) e isso provoca,como se sabe fenomenos de 1ndugao electro-
magnética.As correntes 1ndu21das que assim’ se geram nos dife-
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rentes circuitos fazem que o transporte nao decorra naturalmente
a intensidades constantes;e este facto impede que uma modifica-

¢ao real- do sistema,por si:sd,se possa processar nos moldes da -
modificacfo virtual imaginada no paragrafo 4. Nao & 1icito entio
utilizar (4.6) ou (B.1,2) por nao se mahterem constantes as in-
tensidades das correntes,como se sup0s no estabelecimento destas
relacgdes.f pois de abandonar a ideia de que N 4 representa a e-
nergia magnética de um sistema de condutores lineares. '

C. Energia magnética de um sistema de condutores

lineares

- Podemos no entanto idealizar uma modificagéo real_db
sistema,acompanhada de um processo artificial de lhe manter as

intensidades constantes.Basta para isso imaginar os circuitos
ligados a fontes exteriores expressamente destinadas a compensar
instantaneamente as forcgas electromotrizes de indugao que se
geram pelos deslocamentos dos condutores nos campos uns dos
outros.Entram assim em jogo no balango energetlco as fontes
exteriores,e (B.2) ndo pode por isso representar de modo nenhum,
o principio de conservacio da energia.Mas,porque se reestabeleceu
deste modo a condicdo de intensidades constantes,pode aplicar-se
(A.6) para o calculo do trabalho das forgas electrodinamicas no
sistema de circuitos. ,

Suponhamos que a modificacdo do sistema assim ideali-
zada se processa no intervalo de tempo dt e designemos por d<§ok
(A=1,...,n) as variacOes de fluxo da indugdo magnética nos
diferentes 01rcu1tos. Pela lei de- Faraday,geram Se nos circuitos

forgas electromotrizes induzidas,que designaremos por g;g;lnd
(#=1,...,n) e que valem:

- -~ imd _ _ 1 _a®,

(¢.1) AE T T Te Tat I

Para manter as 1nten31dades constantes, como se pretende devem as
fontes exterioreés idealizadas ser capazes de criar artlflclal—

mente,a cada 1nstante nos respectlvos 01rcu1tos forgas electro-
motrlzes apllcadas A.g‘apl satisfazendo ao requisito

(0'2,) . Ag apl - - /\gind

oL oL
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de modo a serem 1nstantaneamente ellmlnadas as correntes indu-
zidas que surgem a cada. 1nstante. As. forcgas electromotrlzes :
resultantes sa0, com efelto constantemente 1gua1s as Y'espectlvas'
forcgas electrouotrlzes pre ex1stentes-

P ind apl
(C.3) : go.(+A5°<n +._Ag¥P = €,

I
m

e,em consequen01a as 1ntens1dades resultantes sao iguais as
intensidades pre-ex1stentes constantemente. :

Nestas condigOes,o sistema recebe das fontes exteriores,
no intervalo de tempo dt ,a energia correspondente ao trabalho
dos campos aplicados responsaveis pela referida compensagao,a
saber

(C.4) ) 7%t at S- i A g ®Pt
- A= 1 0( <
que, se utilizarmos (c.1) e (C.2) ,se transforma em

- (¢.5) 4= 2Pt = 3 i d@ | :
&fi

e,por se tratar de um processo efectivamente a correntes cons-
tantes,pode ter-se por fim '

(c.6) 4z =d; (=~ g:—-]..'.qk@a( ) 3

em que di jndica diferenciacao a intensidades constantes.

Ora,a esta energia recebida pelo sistema das fontes
exteriores compensadoréé"devé subtrair-se o trabalho entretanto
realizado pelas forgas electrodinémicas,que constitul uma ener-
gla recolhida no exterior; como resultado desta subtraccao
obtem se a energia efectivamente armazenada no sistema.

' ‘Deve notar-se que O trabalho dos campos aplicados
responsavels pelas forgas clectromotrizes pre-existenteés (e que
gse mantém constantes, v.(C. 3)), bem como o calor deiJoule liber-
tado no sistema,sdo energias gue podem por se a margem do ba-

lango energético,na medida em gque se compensam mutuamente.Com
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efeito,no ‘regime estaciondrio artificialmente recriado pela im- -
posigao conseguida de permanecerem constantes as intensidades,
cumpre-se COmMo ¢ sabido que o dispendio de energia sob a forma
de calor de Joule é exactamente coberto pelo trabalho dos campos

aplicados (ct. Corrente eléctrica, Cap.. II,§9E)
‘0 trabalho realizado pe*as forgas electrodlnamlcas no

sistema vale,por (A.6) :

A energla armazenada no sistema no decurso da modificagdo real
processada nas referidas condigOes obtém~-se entao subtraindo
(C.7) de (C.6) :

aw = az2@Pl _ g gc€lect.
ou seja:
) AGARE |
(c.8) aw = a; (o = i, @o( ) .
L=1 .

Mas & energia armazenada no sistema de circuitos deve
interpretar-ce como a variagao da energia magnética do sistema

ocorrida durante o referido processo. E o resultado (c.8).1leva-
-nos entao a admitir que se possa definir a energia megnética de

um sistema de condutores lineares ,que designaremos por Wm spela
exXpressao

. 1 At . '
(0.9) Wm HES ¢ lo( § o

Esta expressfo,tal como decorre:de (C.8),s§éeria.vélida a menos
de uma constante aditivaj;mas € natural supor-se desde logo nula
a energia magnéticé de um sistema na situacao especial em que
sao nulas todas as correntes dos circuifos nao havendo portanto
gualquer interacgao magnetlca entre eles Esta convengao elimina
a constante aditiva,que ja n2o figura em (C 9).
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D.° . - ' Friergia magnética de uma distribuicae volumica

.de correntes estaciondrias.:

Comecemos por- observar que € possivel estender-a defi-
nigao (C.9) s;do caso de condutores lineares ao caso.de conduto-
res extensos. Um-condutor extenso pode,com efeito,encarar-se
como constituido por uma distribuigao continua de filamentos de
corrente assimilaveis a circuitos lineares ;considerando uma
s€Cgao Z: do condutor. extenso normal em todos 0S seus pontos as
linhas de corrente que por eles passam e supondo S um ele-
mento de decomposigdo continua da seccdo normal 2 ,o filamento
de icorrerte de secgado recta &5 é assimilavel a um condutor
linear,com intensidade de corrente & i = |F1 £ ,e o conjunto
de tais filamentos integra O condutor extenso. Se designarmos |
por @ (£ ) o fluxo da indugao magnetica total através de um
diafragma apoiado no filamento cuja secgao recta & £ ,entao
(c.9) escreve-se sob a forma ’ -

(D.1) W —21—0—/ §E) g
| > -

em que a integragao ao longo da seccao normal ' substitui o
somatério para o conjunto dos filamentos de corrente. |

‘ Sc désigparmos agora pcr ['_c] d‘f. ') o circuito do fila-
mento cuja secgao recta em s é &3 ,0 fluxo @(é‘zl'_) pode .ex-
primir-se como € sabido por -

(D.2) (52Z) L x. <§—>s
(E 95120]&2

" S

se f6r &s o elemento de arco ao longo de [c] s e :4_) o poten-
cial-vector da indugéio magnética total,nesse elemento de arco.
Introduzindo (D.2) em (D.1) e tendo em conta que Si=\7185,
vem: ' e

oy

W= \ T\ £ A . &s
¥ ° z ’ EC]JE ;
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'—9 - ~ —% ~
mas,porque § 8 tem a orientagao de J ,pode por-se

o e, 2.7 6% &
m 26 é 95[0],'6‘2

: —> '
“emque §s = |J5s ). Mas §8..§ s°é um elemento de. volume do

condutor ¢ o ultimo resultado equivale a

_ —_—
(D.3) W= 210 'fv.t:.J Sv

estendendo-se o integral a todo o volume do condutor.Uma tal
expressdo da energia magnética generaliza-se imediatamente a
qualquer numero de condutores extensos.

Como o potcnc1al—vect0r se pode exprimir em fungao da
densidade de corrente J mediante

Ho 'EYQj

—
(D.4) A(P) .4,“_0_ T

dv ”

pode dar-se a (D.3) uma outra expressao

(D.5) W = _/f.g__ f / ?(Q) B ?(Q') dv & v
81 02 v v! rQQ'

em que a energia magnética correspondente a uma certa distri-

buicdo continua de correntes estaciondarias nos aparece em termos
da distribuicao J(Q) da densidade de corrente no volume v do
condutor.

E. Expressdo da energia magnética na concepgao-de
_Maxwell

Vamos mostrar egora que §é possivel exprimir s energia
magnetica directamente em fungao dos vectores do campo magné-
tico H B de modo formelmente idéntico ao da expressac da energia
electrostatica na concepgdao de laxwell que aqui se recorda:.
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S}

) 5 1 - 2
(E.1) AN I E.

em que L € o volume de todo o €spago.

dv

‘Recorremos -para 1isso a. expressao (D. 3) da energia magne-
tica.Em primeiro lugar,deve notar-se que O dominio-de 1ntegragao
em (D.3) pode indiferentemente incluir ou ndo o volume exterior
aos condutores porque af é F = 0 ;isso permite-nos supor ja que
o domfnio de integragao ¢ o volume de todo o espago, 2 .Fazemos
em seguida intervir a equagao de Ampere do regime estacionario

sob a. sua forma dlferen01al rot H —l— J , vindo

1 -> o —
W = -5 A . rot H dv .
m _ 2 .
Agora,a identidade diferpncial

- > > . s = R
div (AAH) = H . rot A - A . rot H

permite escrever

1 = - > >
woo= 5 H . rotA dv -, div(ANH) dv
s Lo S = 7 ' -

mas o segundo integral trata-se pelo teorema do fluxo-divergéncia
transformando-se em

s

e revela-se nulo porque A tende para zero com 1/R e-g'tende para

zZero com:l/R2 enquanto dS cresce com Rg. Restda o 1¢ .integral je
< - €

com B = rot'X , Vems:

R . . o
(B.2) W= —%—/ H-. B dv

sendo 2 o volume de todo o espago.
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. Assim,na concepgao de Maxwell em xodo O ponto onde se
encontra definido o campo magnetlco:pelo par de vectoros;H;B »S€
pode falar de uma densidade voldmica de energia magnética,dada

por
W 1 §.3
(E.3) m = _2— H . B .
F. Fnergia magnética e coefioientes de indugao

Notemos,em primeiro lugar,que,se combinarmos (C.9) com
as expressoes dos fluxos <§ como composigdes lineares das in-
T - ’ AL 3
tensidades

1 _ & e oy, @ B
._ 0 L tuele e

Gf. ‘Campo_magnético dag correntes 7&P,N;4$?m)(ﬂ—49>,r§sulta :

(F.1) Wy o= 5 2 Tae iu i .

Assim,a energla magnetlca de um sistema de condutores lineares
exprlme se - céﬁo uma - funcgao quadratlca homogenea das intensidades
das correntes,na qual intervém como coeficientes constantes pre-
cisamente os coeficientes de indugao , L‘*@ . Visto gque as cor-
rentes representam movimentos macroscopicos de cargas,achando-
-gse a3 intensidades ligadas directamente as velocidades dessas
cargas (T = e v) ,a expressao (F.1l) de W aproxima a energia
magnética de uma energia cinetica na Mecanlca a qual é funcgao
quadratica das velocidades das particulas,com coeficientes de
massa, como se sabe.

No caso particular de um condutor linear inico, (F.1)
escreve-se simplesmente

(F.2) W = —>5— L i

sendo L o coeficiente de self-indugdo desse condutor,que se
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deflne como a constante dc propor01ona11dade entre a intensi-
dade 1 do cxrculto € o fluxo dS quc o atravessa (multlpllcador
por 1/c¢):

(F.3) L P = 11 ;

Passando agora ao caso de um condutor exténso,porque
nio pode definir-se o fluxo ¢ (a ndo ser como ume média), nao
pode também definir-se o coeficiente de self-inducdo atraves de
uma expressao do tipo (F.3) . Todavia,se se verifica,como acon-
tece em certos exemplos,que a densidade de corrente EXQ) revela
ser proporcional 2 intensidade global da corrente no condutor,

i ,entdo a férmula (D.5) pérmite afirmar que a energia magnética
é proporcional ao quadrado de i ,como em (F.2) .Este facto le-
va-nos a definir o coeficicnte de inducao do condutor extenso
mediante a .expressao (imagem de (F.2))

2W -
(F.4) L= = = C%L. d/r-'K . J dv
i v 7

utilizando (D.3)}ou

RO BN . S (i B CLD R
v/ v N

utilizando (D.5).
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CAPITULO V _ CAMPO ELECTROMAGNETICO VARIAVEL

ATENDice TT — INTEGRACAG DAS EQUACTES DE MAXWELL

§ A . BRIMEIRA ETAPA DE INTEGRAGTO .

A prineira etapa de integragac consiste en encontrar fungdes potenciais das
quais possauws dcriver os caipos. Lste procedirento d-nos sugerido pela existén-
cia Ce un potencial—gséé.lar e de un Ig'o’cencial— vector nos canpos ostaticos e es—
tocionirios a partir dos quais s: calculan cs vectores £ e ]?.

Partinos das equagdes de [axwell, na sua forua nais geral

. >
— —
rot(E-ﬁa):——i;%%- ¢ivB =0
> 3 2D = ®
7 - 37 D iv D =
rot o= — <J+bt) div D = f

que fazeiios couo senpre acompanhar aas equaqSes materiais de ligagac dos campos

-~ - - ~
as indugcess

—y ~»
P

D= E T+ B=p, (Had) (2

—_
. ~ A~ s s
Considerando a equagic 4aiv B = 0 , podeiios imediatanente adnitir que B

deve ger o rotacional de un caipo vectc.r1a17 A (x,y,z,t),a deterninar:

—B’= rot 1? (5)

4

_Introduzindo entde (3) na 1% 24. de (1) e tendo en: conta que os operadores rot

e b/bt corutan ewtre si , Vem :

> a1 i
« >a \
rot (E - E +Tat)=o :

operadar
e esta equagao inpce que o vector operandoM‘che identifique com o gradian-

te do wh escalar}-— V(x,¥,2,%),a Ceterninar ;

hY
— 2, o o
[ - B = = al *
LT e ) - m——— TR = - g’rc.,u,. f #
i A &
. = (72
.
ou seja 2
>
—= -, 1 b \
- -1 A R R
Bael - S 2. = grad (4)
5 AT . AT
—_
s p— ~e S e e ) -
Ao ' S0 00 T e 5 DULCOCLALS 02 QU dsIivELL
—_—T "
. . - ~ 7 !
-~ Sy ey ‘ . B .- . T e R . PR GER -
i 2CTINI2S Lu P ETS VR N B S A T L oA e P ated w2 sraw i S5\ 2 ))g
: - Y . Qo
e B e AL S L AT ] o s Sl Vi oo b Lieeon wonmeialesgoalar
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Os potenciais electromagnéticos nio sio tnicos; na realidade hd uma infini-
dade de pare%étenuals (A; V) capazes de fornecer os vectores do campo. Mostra—
. P >
—ge fELCllmx.ntx.’por substituicdo em (3) ~ (4),que, se o par de potenciais (43;V)

constituli uma soluceoﬂ entdo taubém & solugio qualquer par ( AT Vt) definido “Lor :

K+= T?- grad §

v V+1%%-

en que ®(x,¥,2,t) & vma funglo escalar arbitriria do es\vaqo e do to.m"lo 2

(5)

As relagoes (5) chaman-se relacgoes Jde invarifncia electromagnética, porque
- - . . hred -
a0 transformarmos os potenciais de ( A ; V) para ( AV 5 V) segundo (5)
canpos ficam invariantes,.

R - ’, .
Note-se desde ja que,do campo vectorial A(x,¥,2,t),s6 estd fixalo o seu

. . = . ] A . .
rotacional*que Jdeve igualar B , por (3); entretanto a sua divergénecia fica ain-

da inteiramente livre. (Raconde-se o keorema de Hel«mantz.,)_

§ ?  SEGUNDA ETAPE D& INTEGRAGKO

A segunda etape de integraczo consiste en ehcontrar os potenciais ? e V
que satisfagan, meldiante (3) e (4), as equagles de liaxwell. Visto que, por (3)
e (4), os potenciais X e V sabtisfazem ja por hipltese as equagies (1) ca 18
linha, basta agora utilizar as equagdes (1) da 22 linha, acompanhalas das c¢quagdes

‘de ligagao (2). Combinando umas e outras, obter-se justamente

>0
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